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ごく大雑把にいえば，数学とは，文字通
り，「数」を研究する学問です。しかしそも
そも「数」とはいったい何なのでしょうか？　
直観的には，あるいは現実的には，数量をあ
らわすものが数であるという説明が妥当なよ
うに思えるかもしれません。しかし，そうだ
とすると，－1， ₂，π（円周率），i（虚数
単位）などは，本当に数だと認められるので
しょうか。数学者の見ている数の世界には，
もちろんこれらはすべて含まれているのです
が，それには相応の理由があり，かつ厳密に
規定されています。数学者はどのような数の
世界を扱っているのか，また，どのような理
由で，そのような数の世界が導入されたのか
を，本稿で紹介しましょう。
直観的な数の世界
私たちが最初に認識する数の世界は，自然
数の世界です。数学では，この世界（自然数
全体のなす集合）を，通常，Nという記号で
あらわします。
N＝{1, 2, 3, 4, 5, ...}
おそらくほとんどのみなさんは，小学生に
なって最初の算数の授業の時間に，ものの個
数を表す手段として自然数の最初のいくつか
の数を習ったことでしょう。そしてそれ以降
しばらくの間，実用的な観点から，自然数の
四則演算を勉強していきます。しかし，自然
数の世界Nは，数学者の立場ではなく実用的
な観点からであっても，じゅうぶんなもので
あるとは言えません。ご存知のとおり，自然
数の世界Nでは，加法（足し算）と乗法（掛
け算）は閉じて（結果が必ずその世界の中に収
まって）いますが，減法（引き算）と除法
（割り算）はうまくいかない場合があるので
す。例えば，
・ ２点差で勝っているゲームで３点取られる
と，何点差で勝っていることになる？
・ 500ml入りの紙パックの牛乳を３人で等分
して飲むと１人あたりの量は？
といったことは，日常で起こりうるにもかか
わらず，自然数の世界では扱うことができな
いのです。このような質問に数学的（算術
的）に答えられるようにするには，数の世界
を拡張するほかありません。
実際，学校の授業では（子供の年齢ごとの
抽象処理能力を考慮して），零，正の分数，負
の数といった順番で数の世界が拡張されてい
き，やがて，正負にかかわらず分数の計算が
できるようになったところで（有理数という
用語を習うのは少し後になりますが），有理数
の世界が，四則演算すべてで閉じている，あ
る意味完成した数の世界になっていることに
気づきます。なお，除法については，後述す
るように，理論上どうしても０で割ることは
できないので，０以外の数で割った結果がそ
の世界の中に収まっているときに，「閉じて
いる」と表現することにします。実際の学習
順ではなく，もう少し数学的に論理だってい
えば，自然数の世界を拡張して減法で閉じる
ようにしたものが整数の世界（加法，減法，
乗法で閉じている）で，さらに，整数の世界
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を拡張して除法でも閉じるようにしたもの
が，有理数（分数）の世界だとなります。
円周率πは数なのか？
有理数の計算に不自由しないようになれ
ば，日常生活におけるたいていの数にかかわ
る事柄にはトラブルなく対応できるようにな
ります。しかし，より進んで勉強していくと
有理数の世界には存在しえない数（？）が出
現します。代表的なものは次の２つです。
₂，　　π （円周率）
この２つは，いずれも，背理法を用いるこ
とによって，有理数でないことを証明できま
す（ ₂ については高校で習いますが，πについ
ては高校の範囲で可能とはいえかなり難しく，
通常はその事実だけを教えられます）。有理数
ではない ₂やπは，本当に数といえるので
しょうか。
特に ₂については，どこまで本当かは知
りませんが，「古代ギリシアの数学者ピタゴ
ラスは，数の世界とは有理数の世界であると
信じていたにもかかわらず， ₂が有理数で
はないという証明を弟子に示されて，大いに
困惑した（そして弟子をエーゲ海に葬った）」
という話は有名です。とはいえ， πと比べれ
ば， ₂は，まだ数の世界に取り込みやすい
といえます。というのは， ₂ は，四則演算
を用いて「自分自身と掛けて２になる数」と
述べることができるからです。それゆえ，ピ
タゴラスの時代の人たちも，最終的には ₂
を数だと認めざるを得なかったようです。
しかし，円周率πは ₂ のように簡単には
いきません。円周率は，通常，「円周の長さ
をその円の直径で割った値」として定義され
ます。しかし，線分である直径はともかく，
曲線である円周の長さというのは，いったい
何なのでしょうか。
円周の長さは，実践的にはメジャーで測
る，数学的には折れ線で近似するなどの方法
で，おおよその値を求めることが可能です。
しかし，その正確な値を求めることはできま
せん。実は，円周率πは，有理数の世界まで
しか知らなければ，近似的にしか表すことは
できないのです。πがどうやら有理数では
ないらしいということが認識されはじめたの
は， ₂が有理数でないことが証明されたす
ぐ後のことだったようですが，πが有理数
でないことの証明が得られたのは，ようやく
18世紀に入ってからでした。
みなさんのなかには，「近似的にでも表せ
るのであれば数として認めたらいいので
は？」と思われる方もおられるかもしれませ
ん。あるいは，「だからこそ，そのような数
を含めて実数というのではないか！」と，学
校で習ったことを思い出されるかもしれませ
ん。実際，
π＝3.1415926...
という近似値はよく知られています。しか
し，このような表記をそのまま数として認め
て実数ということにすると，困ったことが起
きてしまいます。２つの数（？）
0.9999999...,　　1.0000000...
は，表記は明らかに異なっていますが，例え
ば３で割ると，それぞれ先頭の位から順に計
算することにより，どちらも
0.3333333...
と同じ数（？）になってしまいます。これで
は，例えば
0.3333333...×3＝？
という計算の答えが，上の２つのどちらであ
るのかが確定できません。これだけなら，
「じゃあ，この２つの数（？）は同じという
ことにしよう！」という場当たり的な解決策
もあるかもしれませんが，困ったことは他に
も起きます。
0.9999999...＝ ? ? ? ?…
を数と認めるのであれば，
 
（A）1? ? ? ? ?…
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や
 （B）1? ? ? ? ?…
も数と認めてよいのでしょうか。大学受験を
意識して数学を学習されたかたならご存知で
しょうが，現在の数学の知識をもってすれば
（すでに実数がきちんと定義できていることにす
れば），（A）は足し算をするたびに増えてい
くものの決して２を越えることはなく，かつ
２にいくらでも近づくので，その値を数（具
体的には２）とみなせる一方，（B）は足し算
を続けると際限なく大きくなっていくので，
その値を数とみなすことはできません。「近
似的にでも表せるのであれば数として認め
る」という基準は直観的であるにもかかわら
ず，実際にはかなり投げやりで判断に困って
しまうことがいくらでも起きてしまうのです。
円周率π，あるいは（A）や（B）といっ
た式について詳しく調べるには，極限の考え
方が必要です。極限について，高校では「い
くらでもある値に近づくときに収束するとい
う」といった説明で習いますが，この説明
は，数学的（論理的）には極めて不十分で
す。例えば，anを「直径１の円に内接する
正3×2n角形の周の長さ」とする数列 {an}を
考えてみましょう。三角関数の倍角公式を用
いれば，anの正確な値を求めることができ
ます。具体的には，
a1＝3，
a2＝3 ?^ h＝3.1058285...,
a3＝6 ? ? ?^ h? ?
 ＝3.1326286...
となります。図形的には，anはnが増えるに
従ってどんどん大きくなっていき，いくらで
も円周の長さπに近づくように思えます。
では，これをもって，anはいくらでもπに
近づく，すなわち，
（C）　
n
lim
"3
an＝π 
と断定してよいのでしょうか。数列の極限
（式（C）の左辺）は，極限が適切に定義され
ていなければ意味を持ちません。円周率（式
（C）の右辺）は，πが有理数ではないので，
実数が適切に定義されていなければ意味を持
ちません。式（C）の左辺右辺どちらかが適
切に定義されていれば，それを用いてもう一
方の定義とすることができるかもしれません
が，あいにく高校生の範囲まででは，実数は
近似（極限）を用いて説明されており，極限
は実数の世界を前提に説明されています。つ
まり，ここに循環論法が生じており，高校ま
での数学では，実数の世界を本当に見たこと
にはなっていないのです！
公理主義
四則演算で対応できる範囲，すなわち有理
数の世界までは，それを直観的な数の世界か
ら生じる当然のものだとしても，少なくとも
ここで述べた程度の基本的な事柄では，それ
ほど大きな問題は生じませんでした。しか
し，前節で述べたように，数の世界を実数に
広げようとすると，直観的なアプローチには
かなりの無理が生じてしまいます。実際，実
数と極限とは深く関係しており，直観的な数
の世界で極限や無限を扱おうとすると，論理
的に説明できないことやおかしなことが他に
も数多く生じます。
物の個数を数えることから逐次進歩を重
ね，古代ギリシア以降大いに発展してきた数
学の世界ですが，論理性を重視する学問であ
る以上，無理を重ねて実数をだましだまし使
うことにはさすがに耐えられず，ついに18世
紀，発想の大転換が起こります。議論から，
直観を排したのです。すなわち，数学の議論
については，まず公理（無条件に正しいと定
めたことがら）を適切に定め，そこから論理
的に導き出せることだけが数学的に正しいこ
とがらであると決めたのです。これを「公理
主義」といいます（公理主義という考え方自
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体は紀元前からありましたが，直観を排するこ
とが提唱され認められていったのが，おおよそ
18世紀頃です）。そしてもちろん，数の世界
についても，公理が定められました。
ペアノの公理：自然数の世界を定める公理
デデキントの切断：実数の世界を定める公理
本当は，数の世界というのは集合ですか
ら，これらの公理以前に，集合を公理で定め
ねばなりません。しかし実は，集合を公理と
して定めること（ツェルメロ＝フレンケルの公
理）は非常に難しく，歴史的にも数の世界の
公理より後になって整備されています。それ
ゆえ，集合については，本稿では直観的に認
めることにします（たとえ数学科であって
も，集合については，大学の学部レベルでは，
本当は公理的な方法があると断ったうえで，直
観的に認める立場（素朴集合論の立場）をとり
ます。また，集合を公理で定めることは数の世
界以前に論理の問題という部分が大きく，文学
部の哲学科でも論理学の一分野として研究され
ています）。
ペアノの公理
数の世界を定める２つの公理のうち，自然
数の世界Nを定めるペアノの公理は，直観的
な自然数の認識とほとんど変わりはありませ
ん。
・1 は自然数である。
・ どのような自然数nに対しても，「nの次の数」
n＋1 が自然数として存在する。
・n＋1＝m＋1 であればn＝mである。
・n＋1＝ 1 となる自然数nは存在しない。
・nを含む命題P（n）において，P（1）が正しく，
かつ，P（n）を仮定すればP（n＋1）が正しいと示
せるとき，命題P（n）はどのような自然数nにつ
いても正しい。
ペアノの公理
ペアノの公理の最後の項目は，数学的帰納
法の原理とも呼ばれています。高校で数学的
帰納法を習ったとき，「n＝1 から順に示せて
いくとはいえ，無限に続く作業をもって証明
できたといって大丈夫なのだろうか？」と，
なんとなくモヤモヤした感じを受けた人もい
るかもしれません。すでに述べたように，直
観で無限を扱おうとすると，何かと問題が起
きるおそれがあるのです。そのため，公理主
義をとっている現代数学においては，ペアノ
の公理に数学的帰納法の原理を含めること
で，「とにかく公理だから数学的帰納法は間
違っていないのだ！」と無理やり決めてしま
っているのです。もちろん数学的帰納法の原
理が他の公理と矛盾していては困りますが，
幸いにも矛盾しないことが知られています。
自然数の加法については，加法が（加法
の）結合法則
（n＋m）＋ l＝n＋（m＋ l）
を満たすべきであるとすれば，ペアノの公理
からおのずと定まります。例えば，
　　　　2＋3＝（1＋1）＋（1＋1＋1）
　　　　　　＝1＋1＋1＋1＋1
　　　　　　＝5
などとなります。こうして定められた加法が
（加法の）交換法則
m＋n＝n＋m
を満たすこと，そして直観的な自然数の加法
と一致することは，ほぼ明らかでしょう。自
然数の乗法についても，1×1＝1と定め，さ
らに乗法が分配法則
（n＋m）× l＝n× l＋m× l
を満たすべきとすれば，加法のときと同様に
して定まります。こうして定められた乗法
が，（乗法の）結合法則や（乗法の）交換法則
を満たすこと，そして直観的な自然数の乗法
と一致することも確かめることができます
（今後，本稿で演算といったときには，これらの
法則を満たすことも要請しているとします）。
四則演算のうち，減法と除法については，
公理的には，それぞれ加法と乗法の逆演算だ
と定めます。すなわち，数の世界（集合）S
2 3
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があったときに，a, b! Sに対して，a＋x＝
bを満たすx! Sがただひとつだけ存在する
ときb－a＝xと定め，また，ax＝bを満た
すx! Sがただひとつだけ存在するときb/a
＝xと定めます。もちろん，自然数の世界N
では，減法や除法は閉じていません。
さて，自然数の世界Nが公理的に定義され
れば，整数の世界や有理数の世界を定義する
ことは，難しくありません。
（演算も込めて）自然数の集合Nを含み，さらに加
法と減法で閉じている集合のなかで最小のものが，
整数の集合Zである。
整数の定義
また，整数の乗法は，自然数の乗法と分配
法則をもちいて定義することができ，整数の
世界Zは乗法で閉じていることが証明できま
す。例えば，0に自然数aをかけた結果は，
　　　　　　0×a＝（1－1）×a
 ＝1×a－1×a
 ＝a－a
 ＝0
となります。aが０や負の整数の場合も似た
ような方法で0×a＝0 が示せます。そして，
この結果は，どのような整数も０で割ること
はできないことも示しています。というの
は，0×x＝0 は無数の解を持つ一方，0×x＝
b（b≠0）は解を持たないからです。
ここまでくれば，有理数の世界も，難なく
定義できます。
（演算も込めて）整数の集合 Zを含み，さらに四則
演算で閉じている集合のなかで最小のものが，有理
数の集合Qである。
有理数の定義
これで，四則演算すべてで閉じていて，結
合法則，（加法と乗法の）交換法則および（加
法と乗法の）分配法則を満たす数の世界Qが
公理的に構成できました。また，詳細は省略
しますが，適切に定義すれば，直観的な大小
関係を有理数の世界Qに公理的に導入するこ
ともできます。
デデキントの切断
先に述べたように，実数を定義するには，
四則演算だけでは不十分で，何らかの形で極
限の考え方を公理的に導入する必要がありま
す。循環論法に陥ることなく実数を定義する
には，デデキントの切断と呼ばれている，ち
ょっとした発想が必要です。
有理数の集合Qを，次の条件を満たすように２つの
空でない集合A, B にわけることを考える。
（D1） どの有理数も，AとBのうち一方だけに属す
る。
（D2） どのようなAの元aと，どのようなBの元bに
対しても，必ずa＜b が成り立つ。
デデキントの切断
大雑把には，デデキントの切断とは，有理
数の数直線をどこかで「切断」し，左側を
A，右側をBとするものです。このとき，次
の４つの可能性が考えられます。
（ア）Aにはその元のなかで最大の有理数（最
大有理数）が存在し，Bにはその元のなか
で最小の有理数（最小有理数）が存在する。
（イ）Aには最大有理数が存在するが，Bに
は最小有理数が存在しない。
（ウ）Aには最大有理数が存在しないが，B
には最小有理数が存在する。
（エ）Aには最大有理数が存在せず，Bには
最小有理数が存在しない。
実は，このなかで（ア）は実際には起きえ
ません。なぜならAの最大有理数をa，Bの
最小有理数をbとおくと，（D2）よりa＜b 
となり，その結果（a＋b）/2がAにもBにも
属さなくなり，条件（D1）に反するからで
す。他の３つの場合は実際に実現可能です。
特に（イ）または（ウ）の場合には，存在す
るほうの有理数を，その切断の値と定めま
す。
この場合，切断の値は有理数となり，ある
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有理数に対応する切断は，（イ）の場合と
（ウ）の場合の２通り存在することになりま
す。一方，（エ）の場合には，その切断は無
理数をあらわしていると考え（直観的には数
直線を無理数のところで切ったと考え），有理
数と無理数をあわせて実数であると定めま
す。そして，実数の大小関係は，集合Aにつ
いての包含関係だとみなせば，私たちが直観
的に認識している実数の世界が，有理数の数
列の極限（上限）として，公理的に定義でき
たことになります。
数列の極限（本当は正確な定義が必要です
が，ここでは省略します）が四則演算と交換
できるという性質をつかえば，実数の四則演
算も，有理数の四則演算から問題なく定義で
きます。複素数の世界も，実数の世界から問
題なく構成することが可能です（公理的に
は，虚数単位i＝ ? は２乗して－1 になる数
であると定義して矛盾が起きないことを示せば
十分で，虚数が実在するかどうかといった議論
は不要です）。
その他の数の世界
公理主義を導入することによって，数学者
は疑念を持つことなく実数や複素数を扱える
ようになりました。それだけでなく，公理主
義の導入に伴う抽象論の進化によって，数学
者は，自然数から始まる直観的な数の世界以
外にも，数の世界を見つけ出したのです。こ
れらは，決して机上の空論ではありません。
例えば，整数の性質を論じる場合には，有
理数の世界から，デデキントの切断とは全く
別の方法で数の世界を拡張したp進体という
数の世界を考えることがあります。p進体の
世界は実数の世界と全く異なっていますが，
整数の性質を論じるのに有効なだけでなく，
物理学などにも応用があります。また，自然
数と違って，１を何回か足すと０になるとい
う数の世界（有限体の世界）も考えることが
できます。こちらはコンピュータの世界と相
性がよく，特に通信理論（符号や暗号）にお
いて，数学の非常に高度な結果をもちいる技
術が実用化されています。
世の中うまくできている
ここまでは公理主義による数学の発展の話
でしたが，公理主義を採用したゆえに起きる
問題点についても触れないわけにはいきませ
ん。
18世紀，数学者たちが直観的な立場を捨て
て公理主義を採ったことは，論理的な保証を
与えるという点で大いに数学を進歩させまし
たが，同時に，現実と合致するという保証が
まったくなくなってしまったのです！　数学
と物理学は，学問としてとても密接に関連し
あっていますが，数学で得られた定理が物理
学に応用できる保証は，現在では何もありま
せん。それにも関わらず，数学と物理学は，
現在に至るまで密接な関係を保ち続けていま
す。それどころか，上述のように，直観的で
はない数の世界すら，物理学などに応用が生
じているのです。
なぜこんなに数学と物理学が密接であり続
けられるのかは，実は，科学そのものの大き
な謎のひとつなのです。筆者は無神論者です
が，世の中うまくできているなぁと思ってい
ます。
注記　本稿では，数の世界について現代数学
の観点から論理性を主眼として説明しまし
た。そのため歴史的な発想・考察の経緯に沿
わず，後になって整備された論法を用いて述
べています。歴史的な部分については，例え
ば，
・ 「理大 科学フォーラム」405号「複素数，
複素平面の登場と幾つかの話」大和澄夫
・ 『零の発見』吉田洋一（岩波新書）
などが参考になるかと思います。
